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Matematika I.

IV. Integralni poCet

IV.1. Primitivni funkce, neurCity integral

Definice: Jsou-li /' a f funkce definovane na intervalu I s krajnimi
body a, b € R* a plati, Ze

a) I”(x)=f(x) pro vSechna x € (a,b),

b) F+’(x)=f(a)pokud a €1,

c) F’(x)=f(b) pokud b €1,

nazyvame funkce F(x) primitivni funkci k funkci f (x) na intervalu I.
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intervalu I a a, b € R jsou libovoln¢ realn¢ konstanty, potom plati
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na a*1,x>0.

d) Goniometricke funkce: / sin(z)dr = —cos(z) + C, X€ER,

/cos(az)dw = sin(z) + C, X€R.
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Véta (o integraci substituci): Necht’ f (x) je spojita funkce v inter-
valu I a funkce x = g(¢) je spojité diferencovatelna v intervalu J a je

g(J) c 1. Potom plati

[ f@dz= [ £(s0).g' 0

proxel, tel.

Tuto vétu lze pouzit obéma sméry: “zleva doprava” (substitucni
metoda I) 1 “zprava doleva” (substitu¢ni metoda 2):

:/x\/4—a:2dx )

: /\/4—a:2d:13

Obvykle jednodussi, byva “vidét” na prvni pohled.
Musime urcit f(g), g(¥) a 2’(?).

Ud¢lame substituci: g(¢)=x, g’(¢)dr=dx.

Nakonec provedeme zpétnou substituci: r=g-1(x)

Je komplikovang;si v tom, Ze j1 musime “nalezt”.
Musime urcit substituci ve tvaru: x=g(¢), dx=g’(¢)d¢

Po zintegrovani provedeme zpétnou substituci: r=g-1(x)
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/ sin® x cos zdz / sin® xdx / tegxdr
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f(x) v x3—2x+1dx’ /1—:deaj

Nz rInz

/
Cosfda: / e” 1 /Q—I—\/@
/

[5- 2070




IV.4. Integrace racionalni funkce

Véta (o rozkladu polynomu): Necht’ O,(x) je mnohoclen stupné
m > 1. Potom

i) je-li a k-nasobnym redlnym kofenem funkce Om(x), pak
On(x) = (x-a)*. Up-i(x)

1) je-l1 f k-nasobnym komplexnim kofenem funkce On(x), pak tato
funkce ma 1 k-ndsobnym komplexné sdruzeny koten y a plati
Om(x) = (X-p)(x=p)~. Un-26(x) = (x> +px+q)*. Unm-24(x), kde
X2 tpx+q = (x-p)(x-p).




IV.4. Integrace racionalni funkce

Véta (o rozkladu polynomu): Necht’ O,(x) je mnohoclen stupné
m > 1. Potom

1) je-li a k-nasobnym realnym kofenem funkce On(x), pak
On(x) = (x-a)*. Up-i(x)

1) je-l1 f k-nasobnym komplexnim kofenem funkce On(x), pak tato
funkce ma 1 k-ndsobnym komplexné sdruzeny koten y a plati
Om(x) = (X-p)(x=p)~. Un-26(x) = (x> +px+q)*. Unm-24(x), kde
X2 tpx+q = (x-p)(x-p).

Je-11 O3(x) = rx3+ sx + ¢ polynom stupné 3, potom jsou pouze Ctyii

moznosti: i)  Os(x) = r(x-a)(x-P)(x-y),
1) Os(x) = r(x-a)(x-P)?,
i) Os(x) = rx-a),
iv)  O3(x) = r(x-a)(x2+px+q)




IV.4. Integrace racionalni funkce

Véta (o rozkladu polynomu): Necht’ O,(x) je mnohoclen stupné
m > 1. Potom

i) je-li a k-nasobnym redlnym kofenem funkce Om(x), pak
On(x) = (x-a)*. Up-i(x)

1) je-l1 f k-nasobnym komplexnim kofenem funkce On(x), pak tato
funkce ma 1 k-ndsobnym komplexné sdruzeny koten y a plati
Om(x) = (X-p)(x=p)~. Un-26(x) = (x> +px+q)*. Unm-24(x), kde
X2 tpx+q = (x-p)(x-p).

Je-11 O3(x) = rx3+ sx + ¢ polynom stupné 3, potom jsou pouze Ctyii

moznosti: i)  Os(x) = r(x-a)(x-P)(x-y),
1) Os(x) = r(x-a)(x-P)?,
i) Os(x) = rx-a),
iv)  O3(x) = r(x-a)(x2+px+q)

Priklad: Najdéte kofeny rovnice x3-2x2-5x+6=0




IV.4. Integrace racionalni funkce

I
Racionalni (lomena) funkce: f(z) = (z)

- Qm(z)



IV.4. Integrace racionalni funkce

I
Racionalni (lomena) funkce: f(z) = 0 ((:;))
Pokud je n > m, pak 1ze f(x) rozd¢€lit na polynom stupné m-n a ryze
racionalni funkci: f(x) = Rp—m(x) Sk (2) k <m.

T (@)’




IV.4. Integrace racionalni funkce

o Pn(x)
 Qu(x)
Pokud je n > m, pak 1ze f(x) rozd¢€lit na polynom stupné m-n a ryze
L Sk
Qm(z)’

Racionalni (lomend) funkce: f(x)

racionalni funkeci: f(x) = Rp—m(x) k<m.

Véta (o rozkladu racionalni funkce na parcialni zlomky):
_ Py(x)
Q)
1) je-l1 xo k~-nasobnym redlnym korenem funkce On(x), pak
existuji konstanty A1, ...,Ax a polynomy P*,.x(x) a O*u-i(x) tak,
Ze A A Ak P, _i(®)
M s e T a e T Q@
i1) je-li x1 k-nasobnym komplexnim kotfenem funkce O.(x), pak
existuji konstanty By, ...,Bx, Ci, ...,Cr a polynomy P*,.21(x) a
O*n2i(x) tak, ze
By + Cix By + Cox By + Crx Py o ()
flw) = r? 4+ pr + q i (22 + px + q)? T (22 + px + q)~ " :1_222(:13)

Necht f(z)

je ryze racionalni funkce.
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IV.4. Integrace racionalni funkce

Je-11 ymenovatel stupné 2, 1ze racionalni funkci rozlozit pouze v
pripad¢, ze ymenovatel ma realné koreny:

ar + b A B ar + b C
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IV.4. Integrace racionalni funkce

Je-11 ymenovatel stupné 2, 1ze racionalni funkci rozlozit pouze v
pripad¢, ze ymenovatel ma realné koreny:

ar + b A B ar + b C

rx2—|—5m—|—t::13—oz+x—6 nebo rx2+5:c+t:(x—fy)2

Je-11 ymenovatel stupné 3, jsou opét pouze Ctyfl moznosti:

Py () A B C
Qs(r) (r—a) (@-08) (T—7)




IV.4. Integrace racionalni funkce

Je-11 ymenovatel stupné 2, 1ze racionalni funkci rozlozit pouze v
pripad¢, ze ymenovatel ma realné koreny:

ar+b A N B ax+b  C
re2+sr+t wT—a x—f nebo ra2 +sx+t (v —)2

Je-11 ymenovatel stupné 3, jsou opét pouze Ctyfl moznosti:

L P(z) A B C e ot o 1y
P) 0:1) ~ (= —o) + (= F) + (x—) (tf1 realné ruzné koteny)
i1) = + +




IV.4. Integrace racionalni funkce

Je-11 ymenovatel stupné 2, 1ze racionalni funkci rozlozit pouze v
pripad¢, ze ymenovatel ma realné koreny:
axr + b A B axr + b C

rx2—|—5m—|—t::13—oz+x—6 nebo rx2+5:c+t:(x—fy)2

Je-11 ymenovatel stupné 3, jsou opét pouze Ctyfl moznosti:

. Py (33) _ A B C v r1.. 7 o y v
P) 0:1) ~ (= —o) + (= F) + (x—) (tf1 realné ruzné koteny)
i) Py(z) A LB C (dva realné rizné kofeny,
Qs3(r) (r—a) (x—pB) (r—pB)2  jeden dvojnasobny)
gy @) 4 B C
Q3(z) (z—a) (@-a) (z—-a)



IV.4. Integrace racionalni funkce

Je-11 ymenovatel stupné 2, 1ze racionalni funkci rozlozit pouze v
pripad¢, ze ymenovatel ma realné koreny:

ar + b A B

7‘$2-|—833—|-t::€—04+x—6 nebo

ar + b B C
re2 + s+t (x — 7)?

Je-11 ymenovatel stupné 3, jsou opét pouze Ctyfl moznosti:

P2 (Qf) - A B C v y r o r v
P) 0:1) ~ (= —o) + (= F) + (x—) (tf1 realné ruzné koteny)
i) Py(z) A LB C (dva realné rizné kofeny,
Qs(z) (r—a) (x—0) (z—p)?2 jeden dvojnasobny)
L Pa() A b ¢ (Jeden realny trojnasobny
_ n n y trojnasobny
" Q@) " @-a) T @-a? T @-a’  Foren
@'U) P2 (CE) _ A Bx —+ C




IV.4. Integrace racionalni funkce

Je-11 ymenovatel stupné 2, 1ze racionalni funkci rozlozit pouze v
pripad¢, ze ymenovatel ma realné koreny:

ar + b A B

7‘$2-|—833—|-t::€—04+x—6 nebo

ar + b B C
re2 + s+t (x — 7)?

Je-11 ymenovatel stupné 3, jsou opét pouze Ctyfl moznosti:

P2 (Qf) - A B C v y r o r v
P) 0:1) ~ (= —o) + (= F) + (x—) (tf1 realné ruzné koteny)
i) Py(z) A LB C (dva realné rizné kofeny,
Qs(z) (r—a) (x—0) (z—p)?2 jeden dvojnasobny)
L Pa() A b ¢ (Jeden realny trojnasobny
_ n n y trojnasobny
" Q@) " @-a) T @-a? T @-a’  Foren
Po(x) A Bx +C jeden realny a dva kom-
Y @) @ @iprte J 4

plexn¢ sdruzené¢ koteny)



IV.4. Integrace racionalni funkce

1 3
d
/1—x2dw /x3—7x—|—6x

2 — 1
2 +1dx / ’ dx

A3 +4x?2 + —Tx + 2

1
d
w3 222+ 3z /\/Qm_|_1dx




IV.5. Vybrane speciadlni substituce

1) / L, / sin® (z) cos® () do, / cos?(2z) d / sin?(z) cos* () do,

COS T



IV.5. Vybrane speciadlni substituce

1) / L, / sin® (z) cos® () do, / cos?(2z) d / sin?(z) cos* () do,

COS T

/ Sin™ (). cos™ () dx




IV.5. Vybrane speciadlni substituce

1) / L, / sin® (z) cos® () do, / cos?(2z) d / sin?(z) cos* () do,

COS T

/ Sin™ (). cos™ () dx

in’ t 1 — si
) sin® x iz, /c.o zgazdx / Sin @ dz.
3+ cosx sin“ x 1+ cosx




IV.5. Vybrane speciadlni substituce

COS T

1) / L, / sin® (z) cos® () do, / cos?(2z) d / sin?(z) cos* () do,

/Sinm(x).cosn(x) dx
in” t 1 — si
) sin® x iz, /C(.) zgazdx / Sin @ dz.
3+ cosw SIn” x 1 +cosx

/ R(sin(z),cos(x)) dx




IV.5. Vybrane speciadlni substituce

COS T

1) / L, / sin® (z) cos® () do, / cos?(2z) d / sin?(z) cos* () do,

/Sinm(x).cosn(x) dx
in’ t 1 — si
) sin® x iz, /c.o zgazdx / Sin @ dz.
3+ cosx sin” x 1+ cosx

/R(sin(x), cos(z)) dx t = tg(g)




IV.5. Vybrane speciadlni substituce

1) / L, / sin® (z) cos® () do, / cos?(2z) d / sin?(z) cos* () do,

COS T

/Sinm(x).cosn(x) dx
in’ t 1 — si
) sin® x iz, /c.o zgazdx / Sin @ dz.
3+ cosx sin” x 1+ cosx

/R(sin(x), cos(z)) dx t = tg(5




IV.5. Vybrane speciadlni substituce

3T 1 T + 2
3) /\/2:13—1—16{% /\/E(x—l)d% / x—ldlﬁ




IV.5. Vybrane speciadlni substituce

3T 1 T + 2
3) /\/2:13—1—10!% /\/E(x—l)d% / x—ldlﬂ

/R(w, Y/aaﬂ—b) dx
cr + d




IV.5. Vybrane speciadlni substituce

3) / ¢2ix+1d”;’ / \/5(;—1) 4z, / \/ﬁ du

/R x77</aa:+b g t:,\/aw+b
cr + d cx +d




IV.5. Vybrane speciadlni substituce

3) /¢2ix+1dx’ /\/5(5—1) 4z, /\/ﬁdl‘

/R(x,q/aa”rb)dx t:,\/aw+b
cr + d cx +d

dx

1
4 *V4 — 22 dx, /
) /x\/ v Vi +zx+1+x



IV.5. Vybrane speciadlni substituce

3) / ¢2ix+1d”;’ / \/5(;—1) 4z, / \/ﬁ du

/R(x,q/aa”rb)dx t:,\/aw+b
cr + d cx +d

dx

1
4 *V4 — 22 dx, /
) /x\/ v Vi +zx+1+x

/R(az, v az? —I—b:c—l—c) dx




IV.5. Vybrane speciadlni substituce

3T 1 T + 2
dz, dz,
D [ mat [ went [
/R L, 7</aa:+b g t:,\/aw+b
cr + d cx +d

1
4) /x2 4 — 22 dx, / dx
\/ Vrl+rz+1+x
/R(%\/WUQ—H?ZU—FC)CM a>0 = +Var2+br+c=t+ Vaz
c>0 = Var2+br+c=+c+tx
a<0 = t= bz
T —

(tzv. Eulerovy substituce)



IV.6. Riemanuv integral

Urcity integral (je jich cela fada: Newtonuv, Lebesgueuv, Stieltjesuy, ...)

A

fx)




IV.6. Riemanuv integral

Urcity integral (je jich cela fada: Newtonuv, Lebesguetv, Stieltjesuy, ...)

A

fx) Jak je velka plocha pod grafem funkce f?




IV.6. Riemanuv integral

Urcity integral (je jich cela fada: Newtonuv, Lebesguetv, Stieltjesuy, ...)

A

fx) Jak je velka plocha pod grafem funkce f?

a Xi X2 X3 X4 X5 X6 X7 X8 X9 X10 X11 ... Xn1 b

Déleni intervalu <a.b): D= {x0,x1, ..., x%n: a=x0<x1<...<xn=b}



IV.6. Riemanuv integral

Urcity integral (je jich cela fada: Newtonuv, Lebesguetv, Stieltjesuy, ...)

A

fix) Jak je velka plocha pod grafem funkce 12
a X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7 X8 X9 X10 X1 ... Xn1 D
Déleni intervalu <a.b): D= {x0,x1, ..., x%n: a=x0<x1<...<xn=b}

norma déleni D: ||D|| = maz{lAz;: Ay =2, —x;—1 ;1 =1,...,n}



IV.6. Riemanuv integral

UrcCity integral (je jich cela rada: Newtonuv, Lebesgueuv, Stieltjesuy, ...)

A
fix) Jak je velka plocha pod grafem funkce f?
a X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7 X§ X9 X10 Xl ...  Xnl D
S 0L & &4 &5 &b & &K S o o G
Déleni intervalu <a.b): D= {x0,x1, ..., %Xn: a=x0<x1<...<xn=Db}

norma déleni D: ||D|| = maz{lAz;: Ay =2, —x;—1 ;1 =1,...,n}

vybér z intervalu {a,b): V=A%, <2 ..., Cn: Cie xi; xi), i=1,..., n}



IV.6. Riemanuv integral

UrcCity integral (je jich cela rada: Newtonuv, Lebesgueuv, Stieltjesuy, ...)

A
fix) Jak je velka plocha pod grafem funkce f?
a X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7 X§ X9 X10 Xl ...  Xnl D
S 0L & &4 &5 &b & &K S o o G
Déleni intervalu <a.b): D= {x0,x1, ..., %Xn: a=x0<x1<...<xn=Db}

norma déleni D: ||D|| = maz{lAz;: Ay =2, —x;—1 ;1 =1,...,n}

vybér z intervalu {a,b): V=A%, <2 ..., Cn: Cie xi; xi), i=1,..., n}



IV.6. Riemanuv integral

UrcCity integral (je jich cela rada: Newtonuv, Lebesgueuv, Stieltjesuy, ...)

A
fix) Jak je velka plocha pod grafem funkce f?
a X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7 X§ X9 X10 Xl ...  Xnl D
S 0L & &4 &5 &b & &K S o o G
Déleni intervalu <a.b): D= {x0,x1, ..., %Xn: a=x0<x1<...<xn=Db}

norma déleni D: ||D|| = maz{lAz;: Ay =2, —x;—1 ;1 =1,...,n}

vybér z intervalu {a,b): V=A%, <2 ..., Cn: Cie xi; xi), i=1,..., n}

n

Riemandv soutet:  s(f,D,V) = > f(&)Ax;

1=1




IV.6. Riemanuv integral

UrcCity integral (je jich cela rada: Newtonuv, Lebesgueuv, Stieltjesuy, ...)

A

Jx) Jak je velka plocha pod grafem funkce f?

n

Riemantly soucet:  s(f,D,V) =) f(&)Ax;

1=1




IV.6. Riemanuv integral

UrcCity integral (je jich cela rada: Newtonuv, Lebesgueuv, Stieltjesuy, ...)

A

Jx) Jak je velka plocha pod grafem funkce f?

m = minimum funkce f na intervalu <{a,b)

n

Riemandv soutet:  s(f,D,V) = > f(&)Ax;

1=1




IV.6. Riemanuv integral

UrcCity integral (je jich cela rada: Newtonuv, Lebesgueuv, Stieltjesuy, ...)

A

Jx) Jak je velka plocha pod grafem funkce f?

a b

b
m = minimum funkce f na intervalu <a,b) => (b—a).m < / f(x)dx

n

Riemandv soutet:  s(f,D,V) = > f(&)Ax;

1=1




IV.6. Riemanuv integral

UrcCity integral (je jich cela fada: Newtonuv, Lebesgueuv, Stieltjesuy, ..

a

m = minimum funkce f na intervalu <a,b) => (b—a).m < / f(x)dx

Jak je velka plocha pod grafem funkce f?

b

M = maximum funkce f na intervalu {a,b)

Riemanuv soucet:

s(f,D,V) ngz ) Az

y



IV.6. Riemanuv integral

Urcity integral (je jich cela fada: Newtonuv, Lebesgueuv, Stieltjesuy, ...)

Jx) Jak je velka plocha pod grafem funkce f?

a b

b
m = minimum funkce f na intervalu <a,b) => (b—a).m < / f(x)dx

a

b
M = maximum funkce f na intervalu {a,b) => / f(x)dx < (b—a).M



IV.6. Riemanuv integral

UrcCity integral (je jich cela rada: Newtonuv, Lebesgueuv, Stieltjesuy, ...)

Jx) Jak je velka plocha pod grafem funkce f?

a b

b
m = minimum funkce f na intervalu <a,b) => (b—a).m < / f(x)dx

a

b
M = maximum funkce f na intervalu {a,b) => / f(x)dx < (b—a).M

/abf(x)da: — (b—a).u



IV.6. Riemanuv integral

UrcCity integral (je jich cela rada: Newtonuv, Lebesgueuv, Stieltjesuy, ...)

Jx) Jak je velka plocha pod grafem funkce f?

a b

b
m = minimum funkce f na intervalu <a,b) => (b—a).m < / f(x)dx

M = maximum funkce f na intervalu <a,b) => / f(x)dx < (b—a).M

/af(:v)d:vz b—a)p = u——/f



IV.6. Riemanuv integral

Urcity integral (je jich cela fada: Newtonuv, Lebesgueuv, Stieltjesuy, ...)

Jx) Jak je velka plocha pod grafem funkce f?

a b

b
m = minimum funkce f na intervalu <a,b) => (b—a).m < / f(x)dx

M = maximum funkce f na intervalu <a,b) => / f(x)dx < (b—a).M

/af(:v)d:vz b—a)p = u——/f



IV.6. Riemanuv integral

Urcity integral (je jich cela fada: Newtonuv, Lebesgueuv, Stieltjesuy, ...)

Jx) Jak je velka plocha pod grafem funkce f?

a b

b
m = minimum funkce f na intervalu <a,b) => (b—a).m < / f(x)dx

M = maximum funkce f na intervalu <a,b) => / f(x)dx < (b—a).M

/af(:v)d:vz b—a)p = u——/f

W je tzv. strredni hodnota integralu funkce f na intervalu <a,b)




IV.6. Riemanuv integral

b
/ f(x)dx = plocha mezi grafem funkce a osou x nad intervalem <{a,b)



IV.6. Riemanuv integral

b
/ f(xz)dz = plocha mezi grafem funkce a osou x nad intervalem {(a,b)

A

Jx)




IV.6. Riemanuv integral

b
/ f(xz)dz = plocha mezi grafem funkce a osou x nad intervalem {(a,b)

A

b a
fiw) Zieimé plati: / f(w)de = — / f(@)da
a b




IV.6. Riemanuv integral

b
/ f(xz)dz = plocha mezi grafem funkce a osou x nad intervalem {(a,b)

A

b a
fiw) Zieimé plati: / f(w)de = — / f(@)da
a b

: /aaf(x)dx:O




IV.6. Riemanuv integral

b
/ f(xz)dz = plocha mezi grafem funkce a osou x nad intervalem {(a,b)

A

b a
fiw) Zieimé plati: / f(w)de = — / f(@)da
a b

: /aaf(x)dx:O

¢ a<c<b = /abf(x)dx:ch(x)dx+/cbf(x)dx

(linearita vzhledem k mezim)



IV.6. Riemanuv integral

/ f(xz)dz = plocha mezi grafem funkce a osou x nad intervalem {(a,b)

A

b a
fiw) Zieimé plati: / f(w)de = — / f(@)da
a b

o [ rarda-

o a<c<b:>/f d:z:—/f d:z:+/cf )d

(linearita vzhledem k mezim)

. /ab(rf()+89( ))d:zj_r/f d:EJrs/ g(z)dz, rs€ R

a

(linearita vzhledem k funkci)



IV.6. Riemanuv integral

Véta (o existenci Riemanova integralu): Necht’ f(x) je spojita
funkce v intervalu {a,b>. Potom existuje Riemanuv integral

/a ' fla)da




IV.6. Riemanuv integral

Véta (o existenci Riemanova integralu): Necht’ f(x) je spojita
funkce v intervalu {a,b>. Potom existuje Riemanuv integral

/a ' fla)da

Rikame, Ze funkce fje integrovatelnd na intervalu {a,b).




IV.6. Riemanuv integral

Véta (o existenci Riemanova integralu): Necht’ / (x) je spojita
funkce v intervalu {a,b>. Potom existuje Riemanuv integral

/ab f(x)dx

Rikame, Ze funkce fje integrovatelnd na intervalu {a,b).

Véta: Necht’ jsou funkce fa g ob¢€ integrovatelne v intervalu <a,b).

a) Je-l1 {c,d)c{a,b), potom jsou tyto funkce integrovatelna take v
intervalu {c,d).

b) Lisi-li se funkce fa g v intervalu <{a,b) pouze v konené mnoha

bodech, potom je b b
/ f(x)dx :/ g(x)dx

c) Je-i f(x) < g (x)pro vSechna x € {a,b), potom je také

/a b f(x)dz < / b g(z)dz




IV.6. Vypocet Riemanova integralu

Véta (Newtonova-Leibnitzova formule): Necht' f (x) je spojita
funkce v intervalu {a,b) a F’ je primitivni funkce k ' v {a,b).

b
Potom / flz)dx = [F(x)}z = F'(b) — F(a)

1 /2 2
/ (42> + 22 — 5)dx, / 2332 ! dx
—1 0 Xz _l_ 1

26




IV.6. Vypocet Riemanova integralu

Véta (Newtonova-Leibnitzova formule): Necht' f (x) je spojita
funkce v intervalu {a,b) a F’ je primitivni funkce k ' v {a,b).

b
Potom / flz)dx = [F(x)}z = F'(b) — F(a)

1 /2 2
/ (42> + 22 — 5)dx, / ZQ; ! dx
—1 0 Xz _l_ 1

Véta (o integraci per partes): Necht' funkce f a g maji spojite
derivace v intervalu {a,b). Potom

/ f(x)g(x)dx = [f(x)g(x)]z _/ el ().

26




IV.6. Vypocet Riemanova integralu

Véta (Newtonova-Leibnitzova formule): Necht' f (x) je spojita
funkce v intervalu {a,b) a F’ je primitivni funkce k ' v {a,b).

b
Potom / flz)dx = [F(x)}z = F'(b) — F(a)

1 /2 2
/ (42> + 22 — 5)dx, / ZQ; ! dx
—1 0 Xz _l_ 1

Véta (o integraci per partes): Necht' funkce f a g maji spojite
derivace v intervalu {a,b). Potom

/ f(x)g(x)dx = [f(x)g(x)]z _/ el ().

2 0
/ z.e*dr, / sin®(z)dz,
0 0

26




IV.6. Vypocet Riemanova integralu

L 2:-3 /77/2 -
/ do sin4zx dx,
2
1 2% — 3z + 8 0
/2 /2
/ V4 — 22dz, / sin® x cos*  dx,
0 —7/2
/2 aresina /2 1
dx ——dx
o V1—a? o 1-+sinzx

27




IV.6. Vypocet Riemanova integralu

Véta (o integraci substituci): Necht’ funkce g ma spojitou derivaci
v 1ntervalu <a,b) a zobrazuje <{a,b) do intervalu J. Necht” funkce fje

spojita v J. Potom o5
/ f(g x)dr = / f(s)ds.
g(a)

L 2:-3 /77/2 -
/ dr sin4zx dx,
2
12— 3+ 8 0
7'('/2 7'('/2
/ V4 — 22dz, / sin® x cos*  dx,
0 —7/2
/2 aresina /2 1
dx ——dx
o V1—a? o 1-+sinzx

27




IV.7. Riemanuv integral jako funkce horni meze

Predpokladejme, ze funkce fje integrovatelna na intervalu <a,b).

Pro kazde x e {(a,b) muzeme definovat funkci P(x) = / f(t)dt



IV.7. Riemanuv integral jako funkce horni meze

Predpokladejme, ze funkce fje integrovatelna na intervalu <a,b).

Pro kazde x e {(a,b) muzeme definovat funkci P(x) = / f(t)dt

Plati:

e Funkce P(x) je spojita v <a,b).



IV.7. Riemanuv integral jako funkce horni meze

Predpokladejme, ze funkce fje integrovatelna na intervalu <a,b).

Pro kazde x e {(a,b) muzeme definovat funkci P(x) = / f(t)dt

Plati:
e Funkce P(x) je spojita v <a,b).
o Ve V§€Ch bodech x € <a,b) ve kterych je funkce f spojita je

=i /f )t =



IV.7. Riemanuv integral jako funkce horni meze

Predpokladejme, ze funkce fje integrovatelna na intervalu <a,b).

Pro kazde x e {(a,b) muzeme definovat funkci P(x) = / f(t)dt

Plati:
e Funkce P(x) je spojita v <a,b).
o Ve V§€Ch bodech x € <a,b) ve kterych je funkce f spojita je

=i /f )t =

* Je-li f(x) spojita v intervalu I, potom funkce P(x) je jeji
primitivni funkci v L.



IV.7. Riemanuv integral jako funkce horni meze

Predpokladejme, ze funkce fje integrovatelna na intervalu <a,b).

Pro kazde x e {(a,b) muzeme definovat funkci P(x) = / f(t)dt

Plati:
e Funkce P(x) je spojita v <a,b).
o Ve V§€Ch bodech x € <a,b) ve kterych je funkce f spojita je

=i /f )t =

* Je-li f(x) spojita v intervalu I, potom funkce P(x) je jeji
primitivni funkci v L.

* Je-l1 f(x) spojita, g(x) a h(x) jsou diferencovatelné v intervalu I,
potom pro x € I plati

d h(x)
3 ), SO =1 0@) @) = fg(e)).a' @)



IV.8. Aplikace Riemanova integralu

Véta (ploSny obsah oblasti ohranic¢ené krivkami): Necht’ O je
oblast v R2 ohraniCena grafy spojitych funkci f'a g nad intervalem

(a,by: O={[x,y]eR?: g(x) <y <f(x), x{a,b)}. Potom ploSny obsah
teto oblasti je dan vztahem

PO) = [ (@)~ gla))de

29



IV.8. Aplikace Riemanova integralu

Véta (ploSny obsah oblasti ohranic¢ené krivkami): Necht’ O je
oblast v R2 ohraniCena grafy spojitych funkci f'a g nad intervalem
(a,by: O={[x,y]eR?: g(x) <y <f(x), x{a,b)}. Potom ploSny obsah
teto oblasti je dan vztahem

PO) = [ (@)~ gla))de

Priklad: Vypoctéte obsah oblasti ohrani¢ené kiivkami f: y=1 - x2
a g y=x2

29
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Hmotnost homogenni rovinné plochy:

m:p/abf(:c)dx

Statické momenty homogenni rovinné plochy:

b
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Hmotnost homogenni rovinné plochy:

mzp/abf(a:)d:c

Statické momenty homogenni rovinné plochy:

b

b
My = g/a fA(x)dz, m, :p/a xf(x)dr

W v 0\

My, My
L = — Yr = ——.
™m m
Momenty setrvac¢nosti homogenni rovinné plochy:

b

b
Jr = g/a 2 (x)dz, J, :p/a z° f(x)dx
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IV.8. Aplikace Riemanova integralu

W W ® W

odvésnami o délce 1 a 4.
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IV.8. Aplikace Riemanova integralu

W W ® W

W W ® W

vyfiznuté z materidlu s hustotou hmotnosti p=1,15 g/cm? a ohranice-
n¢ kitvkam f: y=1-x2 a g: y=x2.

g
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IV.8. Aplikace Riemanova integralu

Véta (objem rotacniho télesa): Necht' funkce fje spojita a neza-
porna na intervalu <a,by. Uvazujme téleso T v R3, které vznikne
rotaci Casti grafu funkce f nad intervalem {a,b) kolem osy x. Potom

objem télesa 7' je dan vztahem

V(T) = w/ab f2(z)dx
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Priklad: Odvod’te vzorec pro objem komoleho rotaCniho kuzele
s polomeéry podstav r1, 72 a vySkou 4.
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Véta (objem rotacniho télesa): Necht' funkce fje spojita a neza-
porna na intervalu <a,by. Uvazujme téleso T v R3, které vznikne
rotaci Casti grafu funkce f nad intervalem {a,b) kolem osy x. Potom

objem télesa 7' je dan vztahem

V(T) = w/ab f2(z)dx

Priklad: Odvod’te vzorec pro objem komoleho rotaCniho kuzele

s polomeéry podstav r1, 72 a vySkou 4.

V = %h(r% + rire + r%)]
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Hmotnost homogenniho rotacniho télesa:
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m = ,077/ f2(z)dx
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Hmotnost homogenniho rotacniho télesa:
b
m = ,077/ f2(z)dx

Statické momenty homogenniho rotacniho télesa:

b
Mag = Mgy =0, My, = pﬂ/ zf?(z)dz

W W o\

m
_ My, o
T = , yr =zr = 0.

m

Momenty setrvac¢nosti homogenniho rotaCniho télesa vzhledem k
ose rotace:

S
Jr = %/a f4(x)de.
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IV.8. Aplikace Riemanova integralu

W W * W

rotaCniho kuzele s poloméry podstav r1, r2 a vySkou 4.

I2

mh 1 ]
V = ry (T% + r1ro + T%) 1/? f(x)
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rotaCniho kuzele s poloméry podstav r1, r2 a vySkou 4.
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[V _ ? (r% + riro + rg)] /? f(x)
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IV.8. Aplikace Riemanova integralu

W W * W

rotaCniho kuzele s poloméry podstav r1, r2 a vySkou 4.

I A
V:%(T%—I—T‘ﬂ“g—#’?%)] 1'1/

| wh?
m, = T3 (r% + 21179 + 37“%)]

h (1% + 2r179 + 373) . O]
Qj _— — ) p— p—
=y (12 + riro +172) yT T
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IV.8. Aplikace Riemanova integralu

Véta (délka casti grafu funkce): Necht’ funkce fje spojita na
intervalu <a,b). D¢lka grafu funkce f nad intervalem <a,b) je rovna

z:/ab V1+ (F/(2)) da
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IV.8. Aplikace Riemanova integralu

Piiklad: Retézovka je kiivka definovana grafem funkce

cosh(x) = 5

re R

|

1 I L L I L ! I |
5 4 '3 V-2 3 0 I '3 '3 '3 's

Spoctéte delku retézovky proa=1 a x €<-2, 2).
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IV.8. Aplikace Riemanova integralu

Véta (povrch plasté
nezaporna na interva

rotaci Cast1 grafu fun

rotacniho télesa): Necht funkce fje spojita a
u {a,b). Uvazuyme t€leso 7' v R3, kter¢ vznikne
cce f nad intervalem <a,b) kolem osy x. Potom

povrch plasté rotaCniho télesa T je dan vztahem

S(T) = 27T/abf($)\/1 + (f’(x))2dx
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Véta (povrch plasté rotacniho télesa): Necht' funkce fje spojita a
nezaporna na intervalu <a,b). Uvazuyme téleso 7'v R3, kter¢ vznikne
rotaci Casti grafu funkce f nad intervalem {a,b) kolem osy x. Potom
povrch plasté rotaCniho télesa T je dan vztahem

S(T) = 27T/abf($)\/1 + (f’(x))2dx

Priklad (pokracovani): Odvod’te vzorec pro povrch plasté
komolého rota¢niho kuzele s poloméry podstav 1, 2 a vySkou 4.

r2

i mh ri

_V =7 (7“% +rirg + T%)] Y f(x)

- 2

m, = % (rf + 2rime + 3r§)] |

h
€T = — y = Z e O
] =y (r2 + rirg +13) JT I

(1% + 27170 + 373) ] : \
D X’
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IV.8. Aplikace Riemanova integralu

Véta (povrch plasté
nezaporna na interva

rotaci Cast1 grafu fun

rotacniho télesa): Necht funkce fje spojita a
u {a,b). Uvazuyme t€leso 7' v R3, kter¢ vznikne
cce f nad intervalem <a,b) kolem osy x. Potom

povrch plasté rotaCniho télesa T je dan vztahem

S(T) = 27T/abf($)\/1 + (f’(x))2dx

Priklad (pokracovani): Odvod’te vzorec pro povrch plasté

komolého rota¢niho kuzele s poloméry podstav 1, 2 a vySkou 4.

h

v=""02 4 +7~g)]
Th?
12

(r? + 2riry + 3r3)

— r1 /
_ Y f(x)
m, = —— (r% + 2r17r9 + 37“%)] E

r2

h
T = —
=

(ri +rir2 +13)

y yT:ZT:O]

:S:W(T1+T2)\/h2—|—(7“1—7“2)}
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IV. 9. Poruseni predpokladil, nevlastni integral

Predpoklady pro existenci Riemanova integralu dle definice:
(1) 1nterval {a,b) je omezeny,
(11) funkce fje v intervalu {a,b) spojita a omezena.
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1) Funkce f je v omezeném intervalu <a,b) nespojita, ale omezena:
Je-11 funkce f v intervalu <{a,b) spojita “po Castech”, potom existuje
déleni intervalu {a,b) {co,Ci1,...,ck: a =co<c2<...<cx= b} takove,
ze funkce f je v kazdém intervalu ( ¢j-1, ¢j, j =1,..., k spojita. Potom

/abf(x)datzfc:l f(x)der/Cl(32 f(x)dx+...+/c:k1 f(x)dz

38



IV. 9. Poruseni predpokladil, nevlastni integral

Predpoklady pro existenci Riemanova integralu dle definice:
(1) 1nterval {a,b) je omezeny,
(11) funkce fje v intervalu {a,b) spojita a omezena.
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Je-11 funkce f v intervalu <{a,b) spojita “po Castech”, potom existuje
déleni intervalu {a,b) {co,Ci1,...,ck: a =co<c2<...<cx= b} takove,
ze funkce f je v kazdém intervalu ( ¢j-1, ¢j, j =1,..., k spojita. Potom

/abf(x)dxzfc:l f(x)der/Cl(32 f(x)dx+...+/c:k1 f(x)dz

2) Funkce f je v omezeném intervalu (a,b) spojita, ale neomezena:
V takovém pripad¢ je funkce f v kazdém intervalu {u,v), a <u <v < b,
integrovatelna a polozime

/a bf(w)da?= lim ( lim /u vf(a:)da;) = lim F(v)— lim F(u)

u—a+ \ v—b— v—b— u—a-+

pokud tyto limity existuji a vyraz na prave stran¢ ma smysl.
38
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Predpoklady pro existenci Riemanova integralu dle definice:
(1) 1nterval {a,b) je omezeny,
(11) funkce fje v intervalu {a,b) spojita a omezena.

3) Funkce f je spojita v neomezeneém intervalu (a,b):
V takoveém pripad¢ je funkce /v kazdém intervalu {u,v), a <u < v < b,
integrovatelna a polozime

/abf(x)dx: lim ( lim /uvf(a:')dm> = lim F(v) — lim F(u)

u—a+ \ v—b— v—b— u—ra-+

pokud tyto limity existuji a vyraz na prave strané ma smysl.

39



IV. 9. Poruseni predpokladil, nevlastni integral

Predpoklady pro existenci Riemanova integralu dle definice:
(1) 1nterval {a,b) je omezeny,
(11) funkce fje v intervalu {a,b) spojita a omezena.

3) Funkce f je spojita v neomezeneém intervalu (a,b):
V takoveém pripad¢ je funkce /v kazdém intervalu {u,v), a <u < v < b,
integrovatelna a polozime
b v
[ 1@ie = i ((Jim [ f@)s) = tm P Jin_Fa)

pokud tyto limity existuji a vyraz na prave strané ma smysl.

Poznamka:

a) Pokud je hodnota funkce f(x) nevlastni v nékterém z krajnich bodu
omezencho intervalu {a,by, fikame, ze se jedna o neviastni integral
viivem funkce.

b) Pokud je néktery z krajnich bodu intervalu <a,b) nevlastni, fikame,
ze se jedna o nevlastni integral viivem meze.
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Priklad: Rozhodnéte vypoCtem zda konverguji nevlastni integraly

40



IV. 9. Poruseni predpokladil, nevlastni integral

Priklad: Rozhodnéte vypoCtem zda konverguji nevlastni integraly

1
/ 3 Inz dx,
0

40



IV. 9. Poruseni predpokladil, nevlastni integral

Priklad: Rozhodnéte vypoCtem zda konverguji nevlastni integraly

1 3 y 05T
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Priklad: Rozhodnéte vypoCtem zda konverguji nevlastni integraly

1
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IV.10. Numericky vypocet Riemanova integralu

Existuji integraly, které nelze vyjadiit pomoci koneCného poctu
elementarnich funkci, nebo jejichz vysledek je velmi komplikovany.
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IV.10. Numericky vypocet Riemanova integralu

Existuji integraly, které nelze vyjadiit pomoci koneCného poctu
elementarnich funkci, nebo jejichz vysledek je velmi komplikovany.

©. @)

1 - 1 5 5
Piiklady: / sinw / N / N
0 0

x 0o 5 Inx

Ptiblizny vypocet 1ze provest:

a) rozvojem v Taylorovu fadu a integraci ¢len po Clenu,

b) numerickou integraci pomoci Lagrangeovych interpolacnich
polynomi.
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Gama funkce: I'(z) =

42



Im(z)

Gama funkce:

['(2)

42

['(z41) = 2I'(2)

['(2)['(z + %)

lim I'(z) = 400

2—0t

1 lim ['(z) = +o0

ﬁ

— 92z—1

Z—>+00
|

' I'(—1) neni definovano
T(1)=0, T(2) =1,
['(1/2) = v, I'(3/2) =




Im(z)

Gama funkce:

Beta funkce:

B(Z7Q) —

F(z):/ t* e tdt
0

['(z41) = 2I'(2)

['(2)['(z + %)

lim I'(z) = 400

2—0t

1 lim ['(z) = +o0

ﬁ

— 92z—1

Z—>+00
|

' I'(—1) neni definovano
T(1)=0, (2 =1,
['(1/2) = v, I'(3/2) =




['(z+4+1) =z2[(2)

D0+ )

lim T'(z) = +oc

2—0t

ﬁ

— 9221

Im(z)

Z—+00
|

' I'(—1) neni definovano

T(1)=0, T(2) =1,
['(1/2) = 7, TI'(3/2) =

Gama funkce: F(z):/ t*~le7tqdt
0

Beta funkce:

B(z,q) =/01t21(1—t)q1dt :/OOO( AR 3 C N (')
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IV.10. Numericky vypocet Riemanova integralu

1) Obdélnikova metoda:
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Lo

0L~ " 45 2 250 . 3 " 38
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1) Obdélnikova metoda:

A

Jx)

a Xi X2 X3 X4 X5 X6 X7 X8 X9 X10 X11 ... Xn1 b
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1) Obdélnikova metoda:

A

Jx)

a Xi X2 X3 X4 X5 X6 X7 X8 X9 X10 X11 ... Xn1 b

oznaéme f(xi) =i, h = (Xi+1 - Xi ):

/ f d.fU ~ Z h Y; — h[yo -+ U1 + -0+ yn—l]

Jak je velka chyba této aproximace?
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IV.10. Numericky vypocet Riemanova integralu

1) Obdélnikova metoda: Jak je velka chyba této aproximace?

Predpokladejme spojitou derivaci f(x) na = <{a,by). Potom pro kazd¢ x
z intervalu < x;, x;+1) existuje ¢ v (x;, x) tak, ze  f(x) = f(xi) + /7(S).(xi+1 - xi).
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1) Obdélnikova metoda: Jak je velka chyba této aproximace?
Predpokladejme spojitou derivaci f(x) na = <{a,by). Potom pro kazd¢ x

z intervalu < x;, x;+1) existuje ¢ v (x;, x) tak, ze  f(x) = f(xi) + /7(S).(xi+1 - xi).
Presna hodnota integralu funkce f na intervalu < x;, x;+1, tedy je:

Li+1

/%¢+1 f(ﬂi) dx = /3"77;+1 [f(gjz) + f’(f)(x — xz)] dr = / [yi 4 f’(f)(:z: B 337,)] do
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z intervalu < x;, x;+1) existuje ¢ v (x;, x) tak, ze  f(x) = f(xi) + /7(S).(xi+1 - xi).
Presna hodnota integralu funkce f na intervalu < x;, x;+1, tedy je:

Tit1

/%¢+1 f(ﬂi) dx = /3"77;+1 [f(gjz) + f’(f)(x — xz)] dr = / [yi 4 f’(f)(m B 337,)] do

Ti41 Tit+1

x; L4
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IV.10. Numericky vypocet Riemanova integralu

1) Obdélnikova metoda: Jak je velka chyba této aproximace?

Predpokladejme spojitou derivaci f(x) na = <{a,by). Potom pro kazd¢ x
z intervalu < x;, x;+1) existuje ¢ v (x;, x) tak, ze  f(x) = f(xi) + /7(S).(xi+1 - xi).
Presna hodnota integralu funkce f na intervalu < x;, x;+1, tedy je:

Tit1

/%@+1 f(ﬂi‘) dr = /3"77;+1 [f(gjz) + f’(f)(x — xz)] dr = / [yi 4 f’(f)(:l? B 337,)] do

Ti41 Tit+1

= y;(xi1 — x4) +/ (&) (x —x;)dw = yih+/ f(&).(x —x;)do

x; L4

Posledni integral napravo tedy vyjadiuje rozdil (chybu) mezi obsahem
obd¢lnika y;.4 a hledaneého integralu na intervalu < x;, x;+17. Dale je

/Z:H f'(€)-(x — x;) dx /::H(x — ;) dz 1

kde M1 = max Xi, xi+1>lf’
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IV.10. Numericky vypocet Riemanova integralu

1) Obdélnikova metoda: Jak je velka chyba této aproximace?

Predpokladejme spojitou derivaci f(x) na = <{a,by). Potom pro kazd¢ x
z intervalu < x;, x;+1) existuje ¢ v (x;, x) tak, ze  f(x) = f(xi) + /7(S).(xi+1 - xi).
Presna hodnota integralu funkce f na intervalu < x;, x;+1, tedy je:

Tit1

/%@+1 f(ﬂi‘) dr = /3"77;+1 [f(gjz) + f/(éf)(gj — fz)] dr = / [yi 4 f’(f)(:l? B 337,)] do

Ti41 Tit+1

= y;(xi1 — x4) +/ (&) (x —x;)dw = yih+/ f(&).(x —x;)do

x; L4

Posledni integral napravo tedy vyjadiuje rozdil (chybu) mezi obsahem
obd¢lnika y;.4 a hledaneého integralu na intervalu < x;, x;+17. Dale je

/L:H f'(€)-(x — x;) dx /::H(«TC — ;) dz 1

— — M h?,
2
kde M1 = maxcx,xi+vlf | Pro cely integral pak dostavame
b n n
1 b—
/ f(z)dr — Zyih < Z §M1h2 = “Mih
a i=1 i=1
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IV.10. Numericky vypocet Riemanova integralu

1) Obdélnikova metoda: Jak je velka chyba této aproximace?
Predpokladejme spojitou derivaci f(x) na = <{a,by). Potom pro kazd¢ x

z intervalu < x;, x;+1) existuje ¢ v (x;, x) tak, ze  f(x) = f(xi) + /7(S).(xi+1 - xi).
Presna hodnota integralu funkce f na intervalu < x;, x;+1, tedy je:

Li+1

/%@+1 f(ﬂi‘) dr = /3"77;+1 [f(gjz) + f’(f)(x — xz)] dr = / [yi 4 f’(f)(:l? B 337,)] do

Tit1 Tit1

= y;(xi1 — x4) +/ (&) (x —x;)dw = yih+/ f(&).(x —x;)do

x; L4

Posledni integral napravo tedy vyjadiuje rozdil (chybu) mezi obsahem
obd¢lnika y;.4 a hledaneého integralu na intervalu < x;, x;+17. Dale je

/Z:H f'(€)-(x — x;) dw /::H(x —z;)dx :

= —Mh?,
2
kde M1 = maxcxi,xi+nlf |- Pro cely integral pak dostavame
b n n
1 b—a
/ flx)dz — > yh| <y §M1h2 = ——Mh = odhad chyby
a i=1 i=1
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IV.10. Numericky vypocet Riemanova integralu

1) Lichobéznikova metoda:

10 -

_'— pam—— '_ —' J/ .“:;:-‘ W ' ' p I
5 \

10
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IV.10. Numericky vypocet Riemanova integralu

1) Lichobéznikova metoda:

A

Jx)

a Xi X2 X3 X4 X5 X6 X7 X8 X9 X10 X11 ... Xn1 b
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IV.10. Numericky vypocet Riemanova integralu

1) Lichobéznikova metoda:

A

Jx)

a Xi X2 X3 X4 X5 X6 X7 X8 X9 X10 X11 ... Xn1 b

b
1— —l_ 1 h
/f( )dx ~ L Zhy L+ 3) §[y0_|_2y1+"'+2yn—1‘|‘yn]
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IV.10. Numericky vypocet Riemanova integralu

1) Lichobéznikova metoda:

A

Jx)

a Xi X2 X3 X4 X5 X6 X7 X8 X9 X10 X11 ... Xn1 b

b
1— —l_ 1 h‘
/f( )dx ~ L Zhy L+ 3) §[y0_|_2y1+"'+2yn—1‘|‘yn]
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IV.10. Numericky vypocet Riemanova integralu

1) Lichobéznikova metoda:

A

Jx)

a Xi X2 X3 X4 X5 X6 X7 X8 X9 X10 X11 ... Xn1 b

b
(yi— + i) _h
/ f(x)dz ~ L Zh ) §[yo+2y1+-~-+2yn—1+yn]

b

M, kde M> je max |[f "(x)| na {a,b)
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IV.10. Numericky vypocet Riemanova integralu

2) Simpsonova metoda:

10

-10 -
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IV.10. Numericky vypocet Riemanova integralu

2) Simpsonova metoda:
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IV.10. Numericky vypocet Riemanova integralu

2) Simpsonova metoda:

(Xi, yi) P E(Xi+h, yi+1)

E (xz’+2h, yi+2)
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IV.10. Numericky vypocet Riemanova integralu

2) Simpsonova metoda:

(xi+h, yi+1)

Xi, Vi
( ! yl) / Lr=ax?2+ bx + ¢, xe& {xiXxi+n)

E (Xi+2h, yi+2)
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IV.10. Numericky vypocet Riemanova integralu

2) Simpsonova metoda:

(xi+h, yi+1)

Xi, Vi
( ! yl) / Lr=ax?2+ bx + ¢, xe& {xiXxi+n)

La(x:) = ax;? + bxi +c = Vi
Lo(xi+h) =a(xi+h)? + b(xith) ~+c =yi+
Lo(xi+2h) = a(xi+2h)? + b(x;+2h) + ¢ = yi+2
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IV.10. Numericky vypocet Riemanova integralu

2) Simpsonova metoda:

(xi, Vi) — E(xHh’ yit1)

La(x:) = ax;? + bxi +c = Vi
Lo(xi+h) =a(xi+h)? + b(xith) ~+c =yi+
Lo(xi+2h) = a(xi+2h)? + b(x;+2h) + ¢ = yi+2

50

Lo=ax2+ bx + ¢, xe {xixitom)

E (Xi+2h, yi+2)

=> ¢ =y;i-axi*- bx;



IV.10. Numericky vypocet Riemanova integralu

2) Simpsonova metoda:

(i, yi) _—

(xi+h, yi+1)
Ly=ax?+ bx + ¢, x € (xiXi+an)

E (Xi+2h, yi+2)

La(x:) = ax;? + bxi +c = Vi
Lo(xi+h) =a(xi+h)? + b(xith) ~+c =yi+
Lo(xi+2h) = a(xi+2h)? + b(x;+2h) + ¢ = yi+2

a(Qhxi+ h2)+ bh
a(Qhxi+3h2) + bh

=> ¢ =y;i-axi*- bx;

= Vi+1- Vi
— Vi+2 - Vi+1
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2) Simpsonova metoda:

(i, yi) _—

(xi+h, yi+1)
Ly=ax?+ bx + ¢, x € (xiXi+an)

E (Xi+2h, yi+2)

La(x:) = ax;? + bxi +c = Vi
Lo(xi+h) =a(xi+h)? + b(xith) ~+c =yi+
Lo(xi+2h) = a(xi+2h)? + b(x;+2h) + ¢ = yi+2

a(2hxi+ h?) + bh = Vi+l - Vi
a(2hxi+3h?) + bh = Vi+2 - Vi+1

=> ¢ =y;i-axi*- bx;

2ah? = yi+2- 2Yi+1 T Vi
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IV.10. Numericky vypocet Riemanova integralu

2) Simpsonova metoda:

(xi, Vi) — E(xHh’ yit1)

Lo=ax2+ bx + ¢, xe {xixitom)

E (Xi+2h, yi+2)

La(x:) = ax;? + bxi +c = Vi
Lo(xi+h) =a(xi+h)? + b(xith) ~+c =yi+
Lo(xi+2h) = a(xi+2h)? + b(x;+2h) + ¢ = yi+2

=> ¢ =y;i-axi*- bx;

a(2hxi+ h?) + bh = Yi+1 - Vi
a(2hxi+3h?) + bh = Yi+2 - Vi+l
2ah? = yi+2- 2Yi+1 T Vi
1

@= 53 (Yit2 — 20it1 + Ui)
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IV.10. Numericky vypocet Riemanova integralu

2) Simpsonova metoda:

(xi, Vi) — E(xHh’ yit1)

Lo=ax2+ bx + ¢, xe {xixitom)

E (Xi+2h, yi+2)

La(x:) = ax;? + bxi +c = Vi
Lo(xi+h) =a(xi+h)? + b(xith) ~+c =yi+
Lo(xi+2h) = a(xi+2h)? + b(x;+2h) + ¢ = yi+2

=> ¢ =y;i-axi*- bx;

a(2hxi+ h?) + bh = Vi+l - Vi
a(2hxi+3h?) + bh = Vi+2 - Vi+1
2ah? = yi+2- 2Yi+1 T Vi

o Ay 1
h — Yi+2 - Yi+1 o @(2552' e Sh) N a = 2—h2(yi_|_2 — 2y7;+1 —+ yi)




IV.10. Numericky vypocet Riemanova integralu

2) Simpsonova metoda:

Lo=ax2+ bx + ¢, xe {xixitom)

xi+2h 3 b2 x;+2h
P; = / Lo(xz)dx = [% + % + cx]

L4

La(xi) = ax;? + bx; +c =y
Lo(xi+h) =a(xi+h)? + b(xith) ~+c =yi+
Lo(xi+2h) = a(xi+2h)? + b(x;+2h) + ¢ = yi+2

=> ¢ =y;i-axi*- bx;

a(2hxi+ h?) + bh = Vi+l - Vi
a(2hxi+3h?) + bh = Vi+2 - Vi+1
2ah? = yi+2- 2Yi+1 T Vi

o Ay 1
h — Yi+2 - Yi+1 o @(2331' e Sh) ) a = 2—h2(yi_|_2 — 2y7;+1 —+ yi)




IV.10. Numericky vypocet Riemanova integralu

2) Simpsonova metoda:

Lo=ax2+ bx + ¢, xe {xixitom)

xi+2h 3 b2 x;+2h
P; = / Lo(xz)dx = [% + % + cx]

L4

8
= 2axih + dax;h? + gahS + 2bx;h + 2bh* + 2ch

La(xi) = ax;? + bx; +c =y
Lo(xi+h) =a(xi+h)? + b(xith) ~+c =yi+
Lo(xi+2h) = a(xi+2h)? + b(x;+2h) + ¢ = yi+2

a(Qhxi+ h2)+ bh

=> ¢ =y;- ax;?- bx;

= Vi+1- Vi
a(2hxi+3h?) + bh = Yi+2 - Vi+l
2ah? = yi+2- 2Yi+1 T Vi

e — . 1
b — y2‘|‘2 y’b‘l_l

r — a(QQEi + Sh) . a = 5n2 (y@'+2 — 2Yit1 + yqj)




IV.10. Numericky vypocet Riemanova integralu

2) Simpsonova metoda:

Lo=ax2+ bx + ¢, xe {xixitom)

xi+2h 3 b2 x;+2h
P; = / Lo(xz)dx = [% + % + cx]

L4

8
= 2axih + dax;h? + gahS + 2bx;h + 2bh* + 2ch

La(xi) = ax;? + bx; +c =y =>

c = yi- ax? - bx;
Lo(xi+h) =a(xi+h)? + b(xith) ~+c =yi+

Lo(xi+2h) = a(xi+2h)? + b(x;+2h) + ¢ = yi+2
a(2hxi+ h?) + bh

= Vi+1- Vi
a(2hxi+3h?) + bh = Yi+2 - Vi+l
2ah? = yi+2 - 2Yi+1 T Vi

e — ot 1
p— it - Yitl _ a(2x; + 3h) “= g3 (Yit2 — 20it1 + Ui)




IV.10. Numericky vypocet Riemanova integralu

2) Simpsonova metoda:

A

Jx)

a X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7 X8 X9 X10 X1 ... X1 b

52
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2) Simpsonova metoda:

fiol N

SN

a X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7 X8 X9 X10 X1 ... X1 b
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2) Simpsonova metoda:
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IV.10. Numericky vypocet Riemanova integralu

2) Simpsonova metoda:

fiol N

SN

a X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7 X8 X9 X10 X1 ... X1 b

b n
N B (Y2i—2 + 4y2i—1 + y2:)
[, e tan =30 /
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IV.10. Numericky vypocet Riemanova integralu

2) Simpsonova metoda:

fiol N

SN

a X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7 X3 X9 X10 X11 ... X1 b
b n
Y2i—2 + 4y2i—1 + Y2;
/f<x>dmL2n=Zh< / )

1=1

h
= §[yo + 4y1 + 2y2 + 4ys + - + 2y2n—2 + 4Yan—1 + Y2n)

52



IV.10. Numericky vypocet Riemanova integralu

2) Simpsonova metoda:

fiol N

SN

a X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7 X3 X9 X10 X11 ... X1 b
b n
Y2i—2 + 4y2i—1 + Y2;
/f<x>dmL2n=Zh< / )

1=1

h
= §[yo + 4y1 + 2y2 + 4ys + - + 2y2n—2 + 4Yan—1 + Y2n)

b
|/ f(x)dx — Loy,

b—a

<
- 180

h*M,, kde Msje max |4 (x)| na {a,b)

52



IV.11. ....atojevse:)

5. Vypocitejte nasledujici integraly. Nezapomente na intervaly jejich existence.

a) / In® z dz b) / (cos? ¢ + cos® ) dip
a) /7‘\/1—7‘2(17“ b) / or — 4 dz
r? — 8 + 12
a) / (% + 2)sinz dz b) / v dz
V16 — x4
a) / 2°Inz dz b) / sin(2 — 3p) dy

a,)/(ln:c—i—\/lnias)%dw, b) /(2—3:1;)(:055xda:

) /O (4 — 30) ¢ da, b) / A

3 + 8
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IV.11. ....atojevse:)

1
6. a) Vypocitejte integraly / Vzdzx
0

b) Nacrtnéte obrazec, ktery je omezen osou z a grafy funkci y = /z, y = 2 — .
Vypocitejte obsah tohoto obrazce.

c) Vypocitejte objem télesa, které vznikne rotaci tohoto obrazce kolem osy x.

6. a) Urcete defini¢ni obor a nacrtnéte graf funkce y = vx — 1.

b) Nacrtnéte obrazec ohrani¢eny kiivkami y =+v/x — 1, z2=0,y=0ay =1
a vypocitejte jeho ploSny obsah.

c) Vypocitejte objem télesa, které vznikne rotaci tohoto obrazce kolem osy y.

6. Je ddna funkce f(x) = sin®z cosz.

a) Najdéte neurcity integrél funkce f (vcetné intervalu existence).
b) Vypocitejte urcity integral fog f(x)dzx.

c) Urcete stfedni hodnotu funkce f na intervalu (0, 27),

1 b
tj. hodnotu pu = - a/ f(x)dzx.
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IV.11. ....atojevse:)

b6x + 2
(22 —1)(z + 3)

a) Vypocitejte integral [ f(z)dz. Urete intervaly existence.

6. Je ddna funkce f(z) =

b) Vypocitejte obsah obrazce, ktery je pro z € (2,4) ohrani¢en osou z a kiivkou
y = f(z). Vysledek upravte.

¢) Rozhodnéte vypoctem, zda konverguje nevlastni integral | 1+°° f(x)dzx.

6. a) Vypocitejte integrél (uvedte téz interval existence):  [(3z + 2) cosz dx

b) Vypocitejte obsah obrazce, ktery je pro x € (0,7/2) ohranicen osou z a kfivkou
y = (3z+ 2) cosx.

B 1
4+ x2

6. a) Najdéte primitivni funkci (tézZ interval existence) k funkci f(x)

b) Vypocitejte obsah obrazce, ktery je ohranicen osou z a kiivkami

Y r=0,x=2.

T 44 g2
c¢) Vypocitejte nevlastni integral fj;o f(z)dz.
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IV.11. ....atojevse:)

De¢&kuji za pozornost a prej1 uspesnou zkousku.

... a take hezkeé Vanoce a stastny Novy rok!
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