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III.1. Derivace funkce v bod¢

Definice: Derivaci funkce fv bode xo nazveme hodnotu limity
lim f(x) = f(zo)

... ®E T X
pokud existuje a je konecna.

Derivace funkce v bod¢ je Cislo. Je to lokalni vlastnost funkce.
Pokud derivace v bod¢€ xo existuje, fikame, Ze funkce je v tomto bod¢
diferencovatelna.
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III. Diferencialni pocet

III.1. Derivace funkce v bod¢

Definice: Derivaci funkce fv bode xo nazveme hodnotu limity
lim f(x) = f(zo)

... ®E T X
pokud existuje a je konecna.

Derivace funkce v bod¢ je Cislo. Je to lokalni vlastnost funkce.
Pokud derivace v bod¢€ xo existuje, fikame, Ze funkce je v tomto bod¢
diferencovatelna.

df

dx 0

Ekvivalentni definice: lim f(zo + 1) — f(=o)
h—0 h

Oznaceni: [f'(xo), @(1’0)7




I[II.1. Derivace funkce v bod¢ - geometricka interpretace

Geometricka interpretace:

Iy Ty '+ h

Ekvivalentni definice:  lim fl@o +h) — fl@o)
h—0 h
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I[II.1. Derivace funkce v bod¢ - geometricka interpretace

_ / _
Geometricka interpretace: y = fzo) + f(20)-(z = 20)

f(xo+h) — f(xo)

Ekvivalentni definice: lim
h—0 h




III.1. Derivace funkce v bodé
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III.1. Derivace funkce v bodé

Nahradime-li v definici derivace funkce v bodé xo limitu Iimitou
zleva (zprava), dostaneme derivaci funkce v bod¢€ xo zleva (zprava):

! ' th)— / : +h) —
o) = i TEOEWZIE0) gy gy S0 J20)

Funkce f ma v bod¢ xo derivaci pravé tehdy, ma-li v tomto bodé
derivaci zleva a zaroven derivaci zprava a tyto derivace se rovnaji.

Véta: Ma-li funkce f v bodé xo derivaci zleva (resp. zprava), je
v tomto bod¢ spojita zleva (resp. zprava).

Dusledek: Ma-1li funkce f v bod¢ xo derivaci, je v tomto bodé spojita.

e Opacneé tvrzeni k Disledku neplati!

* Pokud je n€ktera z limit nevlastni, fikame, Ze odpovidajici
derivace je nevlastni.




[I1.1. Derivace funkce na mnoziné

Pokud pro kazdé¢ x z oteviené mnoziny MCD(f) existuje derivace f'(x),
potom

e funkci y = f'(x) budeme nazyvat derivaci funkce f na mnoziné M,
e fekneme, ze funkce f je na mnoziné M diferencovatelnad;

e je-li navic f'(x) spojita funkce, fekneme, ze funkce f je na M spojite
diferencovatelna.



[I1.1. Derivace funkce na mnoziné

Pokud pro kazdé¢ x z oteviené mnoziny MCD(f) existuje derivace f'(x),
potom

e funkci y = f'(x) budeme nazyvat derivaci funkce f na mnoziné M,
e fekneme, ze funkce f je na mnoziné M diferencovatelnad;

e je-li navic f'(x) spojita funkce, fekneme, ze funkce f je na M spojite
diferencovatelna.

V pripad¢ uzaviencho intervalu pozadujeme navic jednostranné
derivace v krajnich bodech (v levém zprava, v pravém zleva).



III.2. Vypocet derivace

Véta: Necht’ funkce f a g maji derivace v bodé¢ x a necht’ keR.
Potom takée funkce k.f, f+g, f—¢g a f.g maji derivace v bod¢ x a plati:
a) [kf]'(x)=ky'(x),

b) [f+gl'x)=1"(x)+ g'x),

c) [f—gl'@)=71"(x) —g'x),

d) [f.g]'(x)=f"(x).g(x) + [ (x).g'(x).

Pokud je g(x) 0, potom ma 1 podil f/g derivaci v bod¢ x a plati:

°) H (@) = £ @9(@) — [@) @)

g g*(z)
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Véta: Necht’ funkce f a g maji derivace v bodé¢ x a necht’ keR.
Potom takée funkce k.f, f+g, f—¢g a f.g maji derivace v bod¢ x a plati:
a) [kf]'(x)=ky'(x),

b) [f+gl'x)=1"(x)+ g'x),

c) [f—gl'@)=71"(x) —g'x),

d) [f.g]'(x)=f"(x).g(x) + [ (x).g'(x).

Pokud je g(x) 0, potom ma 1 podil f/g derivaci v bod¢ x a plati:
°) H (@) = £ @9(@) — [@) @)

g g*(z)

a) (ku)' =ku’ d (uv)=uv+u
b) wtv)=u'+v, e) v\  uv—u
b) u—v)'=u"—v/ ‘

v V2
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a) Mocninn¢ funkce: (xa)'=axal, a#0, xeR,
1'=0.
b) Exponencialni funkce: (a*)'=alna, a>0, xeR.

¢) Logaritmické funkce: (loga(x))' = ca>0,a+#1,x0.

rlna
d) Goniometrické funkce: (sinx)'=cosx, XxER,
(cosx)'=-smx, xeR.
L L, 1
e) Cyklometrické funkce: (arcsin x)' = Nt xe(-1, 1),

1
(arccos x)'=- Vit

xe(-1, 1).

Priklady: (tg x)’ (cotg x)' (sin 2x)’




III.2. Vypocet derivace

Véta (o derivaci inverzni funkce): Jsou-lif af-! vzajemné
inverzni funkce. Oznacme y = f-1(x). Ma-l funkce f v bod¢ y

nenulovou derivaci f (), potom ma inverzni funkce v bod¢ x
derivaci, pro kterou plati
1 1
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Véta (o derivaci inverzni funkce): Jsou-lif af-! vzajemné
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nenulovou derivaci f (), potom ma inverzni funkce v bod¢ x
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Véta (o derivaci slozené funkce): Ve vSech bodech xeD(g), ve
kterych existuji derivace g'(x) a f '(g(x)) existuje 1 derivace slozené
funkce y = f (g(x)) a plati

[og]'(x) =1 (g(x)). g'(x).
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Véta (o derivaci inverzni funkce): Jsou-lif af-! vzajemné
inverzni funkce. Oznacme y = f-1(x). Ma-l funkce f v bod¢ y

nenulovou derivaci f (), potom ma inverzni funkce v bod¢ x
derivaci, pro kterou plati

Priklady: (arctg x)’ (arccotg x)’ (In, x)'

Véta (o derivaci slozené funkce): Ve vSech bodech xeD(g), ve
kterych existuji derivace g'(x) a f '(g(x)) existuje 1 derivace slozené
funkce y = f (g(x)) a plati

[og]'(x) =1 (g(x)). g'(x).

Priklady: (sinZx)’ lexp(x® + x3 -5)]’ (sin 2x)’
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o [In(f(2))] =




III.2. Vypocet derivace

o [In(f(2))] =

Priklady: (n(e® + 2% — 22+ 1)}/




III.2. Vypocet derivace

(@) = £
o T ()|’ 2))7 (¢ (z) In(f(z T S (z)
(@)@ = G@P (o @ m(sa) + o =)
Priklady: 11045 4 4% — 22 4 1)] [(sin(z))e@]

Poznamka: V pripadé, ze limita }llim f(zo + hf)z — f(#o)
—0

je nevlastni, budeme hovorit o neviastni derivaci funkce f v bod¢ xo.



II1.4. Derivace vySsich radu

Zderivujeme-l1 derivaci f°, dostaneme tzv. druhou derivaci funkce f.
Zderivujeme-li druhou derivaci, dostaneme #eti derivaci.

Zderivujeme-l1 n-tou derivaci, dostaneme (n+1)ni derivaci. Tedy:
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II1.4. Derivace vySsich radu

Zderivujeme-l1 derivaci f°, dostaneme tzv. druhou derivaci funkce f.
Zderivujeme-li druhou derivaci, dostaneme #eti derivaci.

Zderivujeme-l1 n-tou derivaci, dostaneme (n+1)ni derivaci. Tedy:

n-tou derivaci funkce f v bod¢€ xo nazveme derivaci (n-1)ni derivace
funkce /v bod¢€ xo. Pokud tato derivace existuje, fikdme, Ze funkce f
je v bod¢ xo n-krat diferencovatelnd.

* n-tou derivaci budeme znacit —f, —f, f", —y, y (™)
dae™’ dgm dax™

» P11 tomto znaCeni budeme funkci f povazovat za nultou derivaci.

Véta (Leibnitzuv vzorec): Predpokladeyme, Ze existuji n-té
derivace funkci fa g. Oznaéme M=D(f ™)ND(g(). Potom n-tou
derivaci soucinu funkci fa g na mnoziné M lze spocitat pomoci

vZzorce: 0 - Y\ i n\ i n .
.91 = f g+ (1>f( Vg’ + (2)f< 2>g”+---++(n>fg< )

13
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II1.5. Diferencial funkce

flzo +dz) = flzo) +dy

dy = f'(z).dw
/\ f(zo + dz)
diferencial funkce f ] f(zo) +dy
f(zo)
f(xg +dx) = f(xg) + dy + €(x)
. €e(h) /\
lim == =0 ~ chyba odhad

Pfiblizny vypodet hodnoty funkce: V2, V10, In(1,325)

V2 = 1,4142 (chyba = 0, 0858),

V10 = 3,1623 (chyba = 0,0044),
In(1,325) = 0,2814 (chyba = 0, 0436).



III.6. V¢éty o stredni hodnoté

Véta (nutna podminka pro lokalni extrém): Ma-11 funkce f v bod¢
xo lokalni extrém a existuje-li f ’(xo), potom je f’(xo) = 0.
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III.6. V¢éty o stredni hodnoté

Véta (nutna podminka pro lokalni extrém): Ma-11 funkce f v bod¢
xo lokalni extrém a existuje-li f ’(xo), potom je f’(xo) = 0.

(Dukaz lze vést sporem.)

f(a /\ f(b)

i B
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Véta (nutna podminka pro lokalni extrém): Ma-11 funkce f v bod¢
xo lokalni extrém a existuje-li f ’(xo), potom je f’(xo) = 0.

(Dukaz lze vést sporem.)

f(a /\f(b)

; ; ;




III.6. V¢éty o stredni hodnoté

Véta (nutna podminka pro lokalni extrém): Ma-11 funkce f v bod¢
xo lokalni extrém a existuje-li f ’(xo0), potom je f’(xo) = 0.

(Dukaz lze vést sporem.)

f(a /?\f(b)

; ; ;

Véta (Rolleova): Necht’ funkce fje takova, Ze

(i) je spojita v uzavienem intervalu <a,b)

(ii) v kazdém bod¢ oteviencho intervalu (a,b) existuje derivace f°(x)
(iii) je fla) = f(b).

Pak existuje bod &e (a,b) takovy, ze (&) = 0.
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III.6. V¢éty o stredni hodnoté

Véta (Lagrangeova véta o stredni hodnoté): Necht' funkce fje
spojita v uzavieném intervalu {a,b) a necht’ ma derivaci v otevre-
ném 1intervalu (a,b). Pak existuje bod e (a,b) takovy, ze

f/(f) _ f(b;) : i(a)

S ()

/(a)
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Véta (Lagrangeova véta o stredni hodnoté): Necht' funkce fje
spojita v uzavieném intervalu {a,b) a necht’ ma derivaci v otevre-
ném 1intervalu (a,b). Pak existuje bod e (a,b) takovy, ze

f/(f) _ f(b;) : i(a)

S ()

/(a)

—

a z b

(Diikaz: plyne z Rolleovy véty na funkci
hz) = f(z) — fla) -

|6

f(b) — f(a)

e LT




III.6. V¢éty o stredni hodnoté

Véta (Cauchyova): Necht’ funkce f(x) a g(x) jsou spojite na
uzavieném intervalu {a,b) a v kazdém bod¢ oteviené¢ho intervalu
(a,b) existuji vlastni derivace f’(x), g’(x) aje g’(x) # 0. Potom
existuje bod &e (a,b) takovy, ze

;&) _ f) = fla)

g€  g(b)—g(a)

(Diikaz: plyne z Rolleovy véty na funkci ‘o
hz) = f(z) = fla) - ;




III.6. L'Hospitalovo pravidlo

Véta (L’Hospitalovo pravidlo): Predpokladejme, ze ceR* a ze
limity lim,_,. f(z) a lim,_,.g(x) jsou bud’ ob¢ nulové, nebo obé
nekonecne. Pak plati /

@) )

111l ———— = 111N

T—C g(aj) T—C g’(g;)
existuje-l1 limita vpravo. Podobné tvrzeni plati 1 pro jednostranné
limity.
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Véta (L’Hospitalovo pravidlo): Predpokladejme, ze ceR* a ze
limity lim,_,. f(z) a lim,_,.g(x) jsou bud’ ob¢ nulové, nebo obé
nekonecne. Pak plati /

@) )

111l ———— = 111N

T—C g(aj) T—C g’(g;)
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Priklady na derivace
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Priklady na derivace

Najdéte derivaci danych funkci a odpovidajici definicni obory:
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Najdéte rovnice teCny a normaly ke grafu funkce f v bod¢€ [xo, f(x0)]
Rovnici teCny pouzijte pro vypocet priblizné hodnoty v bod¢ x;



Priklady na derivace
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Priklady na derivace

Najdéte derivaci danych funkci a odpovidajici definicni obory:
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V=\52 —z 1 3 y=(x—2) Va2 —4 y=2z° - tgx
= Arcsin
1 +
Vypoctéte druhou derivaci fnkce v = cotgr
Vypoctéte treti derivaci funkce = 42 .15,

Najdéte rovnice teCny a normaly ke grafu funkce f v bod¢€ [xo, f(x0)]
Rovnici teCny pouzijte pro vypocet piiblizné hodnoty v bod¢ x;
26 4+ 3
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Ve kterém bod¢ paraboly y=x2-2x + 5 je jeji teCna kolma k ose
prvniho kvadrantu?



Priklady na derivace

Najdéte derivaci danych funkci a odpovidajici definicni obory:
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Ve kterém bod¢ paraboly y=x2-2x + 5 je jeji teCna kolma k ose
prvniho kvadrantu?

Pod jakym uhlem se protinaji grafy funkci v =

Sl
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Priklady na derivace

f(z)
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Priklady na derivace

f(z) = ex; L e (200,0) U (0, +00)

et — 1

Protoze je lim — =1, muzeme
funkci1 f dodefinovat v bod¢ 0.

Potom uz bude D(f) = R.
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Priklady na derivace
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II1.7. Monotonie funkce

Veéta: Necht’ funkce f(x) je spojita v okoli bodu xe(a,b) a existuje
derivace f ’(x). Potom platl

a) /() >0=> fj
b) £ (x)=0=> /]

c) f'(x)<0=>7)

d) /(1) <0=> /]

cV
cCV
cV
cV

bod
bod¢
boc

bod

€ x rostouct,

¢ x neklesajici,
¢ x klesajici,
€ x nerostouci.
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II1.7. Monotonie funkce

Veéta: Necht’ funkce f(x) je spojita v okoli bodu xe(a,b) a existuje
derivace f ’(x). Potom platl

a) f(x)>0=>f]
b) f'(x)=0=>f]
c) f(x)<0=>f]
d) /') =0= /]

cV
cCV
cV
cV

bod
bod¢

boc

bod

€ x rostouct,

¢ x neklesajici,
¢ x klesajici,
€ x nerostouci.

« £’(x)=0=> bod

X je stacionarnim bodem funkce f
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II1.7. Monotonie funkce

Veéta: Necht’ funkce f(x) je spojita v okoli bodu xe(a,b) a existuje
derivace f ’(x). Potom platl

a) f’(x)>0=> fje v bodé x rostouci,

b) /’(x) > 0=> fje v bod¢ x neklesajici,

c) f(x)<0=> fje v bod¢ x klesajici,

d) /’(x) <0=> fje v bodé x nerostouci.

* £°(x) =0=> bod x je stacionarnim bodem funkce f
* nahradime-l1 ve vét€ derivace v bod¢ jednostrannymi derivacemu,
budeme hovorit o monotonii zleva nebo zprava
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II1.7. Monotonie funkce

Veéta: Necht’ funkce f(x) je spojita v okoli bodu xe(a,b) a existuje
derivace f ’(x). Potom platl

a) f’(x)>0=> fje v bodé x rostouci,

b) /’(x) > 0=> fje v bod¢ x neklesajici,

c) f(x)<0=> fje v bod¢ x klesajici,

d) /’(x) <0=> fje v bodé x nerostouci.

* £°(x) =0=> bod x je stacionarnim bodem funkce f
* nahradime-l1 ve vét€ derivace v bod¢ jednostrannymi derivacemu,
budeme hovorit o monotonii zleva nebo zprava

Tvrzeni: Pokud je funkce f(x) spojita v okoli bodu xe(a,b) aje v
bod¢ x zaroven zleva rostouci a zprava klesajici, potom mafunkce f
v bodé¢ x lokalni maximum. Pokud je zleva klesajici a zprava
rostouci, potom ma v bod¢ x lokalni minimum.
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II1.7. Monotonie funkce

Veéta: Necht’ funkce f(x) je spojita v okoli bodu xe(a,b) a existuje
derivace f ’(x). Potom platl

a) f’(x)>0=> fje v bodé x rostouci,

b) /’(x) > 0=> fje v bod¢ x neklesajici,

c) f(x)<0=> fje v bod¢ x klesajici,

d) /’(x) <0=> fje v bodé x nerostouci.

* £°(x) =0=> bod x je stacionarnim bodem funkce f
» nahradime-li ve vété derivace v bod¢ jednostrannymi derivacemi,
budeme hovorit o monotonii zleva nebo zprava

Tvrzeni: Pokud je funkce f(x) spojita v okoli bodu xe(a,b) aje v
bod¢ x zaroven zleva rostouci a zprava klesajici, potom mafunkce f
v bodé¢ x lokalni maximum. Pokud je zleva klesajici a zprava
rostouci, potom ma v bod¢ x lokalni minimum.

Vsimnéte s1, Zze funkce f v bod€ x nemusi mit derivaci (derivace zleva
nemusi byt stejna jako derivace zprava) a presto v ném miiZze mit

lokalni extrém. .
|



II1.7. Monotonie funkce

Véta: Necht funkce f je spojita v uzavieném intervalu <{a,b) a ma
derivaci v otevieném intervalu (a,b). Potom plati:

a) f7(x)>0]
b) /'(x)=0;
c) f'(x)<0]

Dro vSec!
Dro vSec!
Dro vSec!

d) /'(x)=0

e) f’(x)=0 pro vsec

Dro vSec!

na xe(a,b) => f]
ma xe(a,b) => f]
na xe(a,b) => f]
ma xe(a,b) => f]

na xe(a,b) => f]

e rostouci v <{a.b),
e neklesajici v <a,b),
¢ klesajici v {a,b),
e nerostouci v {a,b),
e konstantni v {a,b).
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II1.7. Monotonie funkce

Véta: Necht funkce f je spojita v uzavieném intervalu <{a,b) a ma
derivaci v otevieném intervalu (a,b). Potom plati:

a) f’(x)> 0 pro vSechna xe(a,b) => fje rostouci v <a,b),

b) f’(x) > 0 pro vSechna xe(a,b) => fje neklesajici v {a,b),

c) f’(x) <0 pro vsechna xe(a,b) => fje klesajici v {a,b),

d) /’(x) <0 pro vSechna xe(a,b) => fje nerostouci v {a,b),

e) f’(x)=0 pro vSechna xe(a,b) => fje konstantni v {a,b).

» Rekneme, ze funkce je rostouci (klesajici) na uzavieném intervalu,
je-l1 rostouci (klesajici) ve vnitinich bodech tohoto intervalu a
jednostranné rostouci (klesajici) v jeho krajnich bodech.
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II1.7. Monotonie funkce

Véta: Necht funkce f je spojita v uzavieném intervalu <{a,b) a ma
derivaci v otevieném intervalu (a,b). Potom plati:
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» Rekneme, ze funkce je rostouci (klesajici) na uzavieném intervalu,
je-l1 rostouci (klesajici) ve vnitinich bodech tohoto intervalu a
jednostranné rostouci (klesajici) v jeho krajnich bodech.

* V¢ta plati pouze na souvislem intervalu. Neplati pro sjednoceni
dvou disjunktnich intervalu.

22




II1.7. Monotonie funkce

Véta: Necht funkce f je spojita v uzavieném intervalu <{a,b) a ma
derivaci v otevieném intervalu (a,b). Potom plati:
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d) /’(x) <0 pro vSechna xe(a,b) => fje nerostouci v {a,b),

e) f’(x)=0 pro vSechna xe(a,b) => fje konstantni v {a,b).

» Rekneme, ze funkce je rostouci (klesajici) na uzavieném intervalu,
je-l1 rostouci (klesajici) ve vnitinich bodech tohoto intervalu a
jednostranné rostouci (klesajici) v jeho krajnich bodech.

* V¢ta plati pouze na souvislem intervalu. Neplati pro sjednoceni
dvou disjunktnich intervalu.

* Pokud plati néktery z bodu a) - d), fikame, ze interval (a,b) je
intervalem monotonie funkce f.
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II1.7. Monotonie funkce

Véta: Necht funkce f je spojita v uzavieném intervalu <{a,b) a ma
derivaci v otevieném intervalu (a,b). Potom plati:

a) f’(x)> 0 pro vSechna xe(a,b) => fje rostouci v <a,b),

b) f’(x) > 0 pro vSechna xe(a,b) => fje neklesajici v {a,b),

c) f’(x) <0 pro vsechna xe(a,b) => fje klesajici v {a,b),

d) /’(x) <0 pro vSechna xe(a,b) => fje nerostouci v {a,b),

e) f’(x)=0 pro vSechna xe(a,b) => fje konstantni v {a,b).

» Rekneme, ze funkce je rostouci (klesajici) na uzavieném intervalu,
je-l1 rostouci (klesajici) ve vnitinich bodech tohoto intervalu a
jednostranné rostouci (klesajici) v jeho krajnich bodech.

* V¢ta plati pouze na souvislem intervalu. Neplati pro sjednoceni
dvou disjunktnich intervalu.

* Pokud plati néktery z bodu a) - d), fikame, ze interval (a,b) je
intervalem monotonie funkce f.

3
Piiklady: f(z) = 3x° + 5:!:2 — 6z + 1 flz)=2*—22* — 1
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II1.7. Monotonie funkce

A |

Véta: | 11ta v uzavieném intervalu <a,b) a ma

derivag lu (a,b). Potom plati:

a) 1 a,b) => fje rostouci v <a,b),

b) f(. a,b) => fje neklesajici v {a,b),

c) (. a,b) => fje klesajici v {a,b),

d) /(. a,b) => fje nerostouci v {a,b),

e) /°(_. \ _[a,b) => fje konstantni v {a,b).

 Reki T O U T touci (klesajici) na uzavieném intervalu,
je-li vnitinich bodech tohoto intervalu a
jedn 257 ajici) v jeho krajnich bodech.

* V¢t Iém 1ntervalu. Neplati pro sjednoceni
dvou u.

* Pokt =] 1a) - d), fikame, ze interval (a,b) je
inter Fce .

Piiklady: f(x) = 32° + Sa® — 6z + 1 Fa) =2t — 227 — 1

2
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II1.7. Monotonie funkce

Véta: |
derivaq
a) f(:
b) f°(
c) f(
d)

e) f(
o Rek
je-li

jedn
. Ved

dvou
* Poky

inter }(cef,

-2,5

6x + 1

3
Piiklady: f(z) =3z + -2 — 62 +1

2
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III."7. Konkavnost, konvexnost funkce, inflexni body

Definice: Necht’ bod xo je vnitinim bodem defini¢niho oboru funkce
f. Uvazujme né&jaké okoli Ug(xo) bodu xo. Pro dva body x1,x2 e Ug(x0)

Oznaéme Q(CEO,CUL@) — f(.iljl) + R (f(ZUQ) o f(ilfl))
o — X1

Rekneme, Ze funkce f je v bodé xo

a) konvexni, jestlize je  f(xo) < O(xo0,x1,x2)

b) konkavni, jestlize je  f(x0) > O(x0,x1,x2)

c) linearni, jesthize je  f(x0) = O(x0,X1,x2)

pro vSechny body x1,x2< Ue(xo) takove, ze x1 < xo < x2.
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III."7. Konkavnost, konvexnost funkce, inflexni body

Definice: Necht’ bod xo je vnitinim bodem defini¢niho oboru funkce
f. Uvazujme né&jaké okoli Ug(xo) bodu xo. Pro dva body x1,x2 e Ug(x0)

Oznaéme Q(QJQ,CU1,CE2) — f(.iljl) + R (f(ZUQ) o f(ilfl))
o — X1

Rekneme, Ze funkce f je v bodé xo

a) konvexni, jestlize je  f(xo0) < O(x0,x1,x2)

b) konkavni, jestlize je  f(x0) > O(x0,x1,x2)

c) linearni, jesthize je  f(x0) = O(x0,X1,x2)

pro vSechny body x1,x2< Ue(xo) takove, ze x1 < xo < x2.

S (x0)

X1 X0 X2
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III."7. Konkavnost, konvexnost funkce, inflexni body

Definice: Jestlize pro kazd¢ ti1 body xo, x1, x2 z intervalu I takove,
ze x1<Xxo0<x2 plati

a) f(xo) < O(xo,x1,x2) => f je v Iryze konvexni,

b) f(xo) < O(xo.x1,x2) => f je v I konvexni,

c) f(xo) > Q(xo.x1,x2) => [ je v I ryze konkavni,

d) f(xo) = O(xo,x1,x2) => f je v I konkavni,

e) f(xo) = O(xo0,x1,x2) => [ je v I linearni.
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III."7. Konkavnost, konvexnost funkce, inflexni body

Definice: Jestlize pro kazd¢ ti1 body xo, x1, x2 z intervalu I takove,
ze x1<Xxo0<x2 plati

a) f(xo) < O(xo,x1,x2) => [ je v I ryze konvexni,

b) f(xo) < O(xo.x1,x2) => f je v I konvexni,

c) f(xo) > Q(xo.x1,x2) => [ je v I ryze konkavni,

d) f(xo) > O(xo0,x1,x2) => f je v I konkdvni,

e) f(xo) = O(xo0,x1,x2) => [ je v I linearni.

* Pozor: Je-li funkce konvexni (konkavni) na disjunktnich interva-
lech I a J, nemusi byt konvexni (konkavni) na jejich sjednoceni!
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III."7. Konkavnost, konvexnost funkce, inflexni body

Definice: Jestlize pro kazd¢ ti1 body xo, x1, x2 z intervalu I takove,
ze x1<Xxo0<x2 plati

a) f(xo) < O(xo,x1,x2) => f je v Iryze konvexni,

b) f(xo) < O(xo.x1,x2) => f je v I konvexni,

c) f(xo) > Q(xo.x1,x2) => [ je v I ryze konkavni,

d) f(xo) = O(xo,x1,x2) => f je v I konkavni,

e) f(xo) = O(xo0,x1,x2) => [ je v I linearni.

* Pozor: Je-li funkce konvexni (konkavni) na disjunktnich interva-
lech I a J, nemusi byt konvexni (konkavni) na jejich sjednoceni!

inflexni bod

X0
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III."7. Konkavnost, konvexnost funkce, inflexni body

Véta: Necht' funkce f(x) ma v bode xo druhou derivaci. Potom plati:
a) f7(x0)>0=> fje v xokonvexni,
b) f 77 (x0) <0=> fje v xo konkavni.

Veéta: Necht’ funkce f ma v bod¢€ xo druhou derivaci. Potom plati:
a) Je-11 bod xo inflexnim bodem funkce 7, potom je f ’(x0) = 0.
b) Je-lif(x0) =0 a f’(xo0) # 0, je xo inflexnim bodem funkce 1.
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III."7. Konkavnost, konvexnost funkce, inflexni body
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Véta (nutna podminka pro lokalni extrém): Ma-l1 funkce f v bod¢
xo lokalni extrém a existuje-l1 f ’(xo), potom je 1 ’(xo) = 0.
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Hledani globalnich extrému funkce:

e Globalni extrémy funkce f vy
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II1.9. Chovani grafu funkce v nevlastnich bodech

A

- Sikm4 asymptota ve tvaru y = k.x + ¢ existuje pro funkci pokud
» funkce je definovana na okoli oo
° eXiStU.ji ob¢ vlastni llmlty im @ — ]{7 im [f(gj) — k‘gj} = q
r—oo T — 00
» Kolma asymptota ve tvaru y =g existuje v pripad¢, ze funkce ma
vlastni limitu g v nevlastnim bod¢

» Kolma asymptota ve tvaru x =m existuje v pripadé, ze funkce ma

nevlastni limitu ve vlastnim bodé m.
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* SpoCteme prvni a druhou derivaci funkce f.
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II1.9. VySetrovani prubéhu funkce

* SpoCteme prvni a druhou derivaci funkce f.
* Najdeme mnozinu “kritickych bodu™ a zakreslime je do grafu:
» krajni body defini¢niho oboru funkce f (v€etn€ nevlastnich +c0),

» krajni body defini¢niho oboru prvni derivace f~,
* nulove body prvni derivace f,
» krajni body defini¢niho oboru druhé derivace f,
* nulové body druhe¢ derivace 1.
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* nulove body prvni derivace f,
* krajni body defini¢niho oboru druhé derivace 1,

* nulové body druhe¢ derivace 1.

* Spocteme limity funkce f ve vSech kritickych bodech (je-li tfeba
tak jednostrann¢) a zakreslime je do grafu.
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II1.10. Kfivost, oskulacni kruznice

Definice: Grafy funkci fa g maji v bod¢ xo styk n-tého radu, je-li
J (xo0) = gxo), f’(x0) =g’ (x0), ..., f™(xo) = gM(x0).
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14 [P (o) 14 (o)
ro— f (xo)v Filzg) f(zo) + aen
a o0 poloméru (1 + £2(20))”
~ (=)

nazveme oskulacni kruznici ke grafu funkce f v bodée xo. Prevracenou
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X

hodnotu poloméru A=1/r budeme nazyvat k7ivosti funkce f'v bod¢ xo.
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Tn(a:) _ f(xO) 4 (ZC . 33())2 4.4 f(n)(iljo) (CC . ZCQ)n

n!

f'(zo) f" (o)
1! 2!

budeme nazyvat Taylorovym polynomem stupné n k funkci 1 se
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(x — xg) +
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y = sin(x)
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[II.11. Tayloruv polynom

Véta (Taylorova): Necht’ funkce f ma derivace az do fadu n+1
(vCetng) v otevieném intervalu (a,b). Necht’ bod xo je vnitinim
bodem tohoto intervalu. Potom pro kazdé x€(a,b) existuje bod
ce (x,xo0) tak, ze
A(x) = Ta(x) + Rn+1(x),
f D (€)

i) = (n+1)! (&= )"

kde
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[II.11. Tayloruv polynom

Véta (Taylorova): Necht’ funkce f ma derivace az do fadu n+1
(vCetng) v otevieném intervalu (a,b). Necht’ bod xo je vnitinim
bodem tohoto intervalu. Potom pro kazdé x€(a,b) existuje bod
ce (x,xo0) tak, ze
A(x) = Ta(x) + Rn+1(x),
f D (€)

i) = (n+1)! (&= )"

kde

* funkce R,+1(x) predstavuje tzv. Lagrangeuv tvar zbytku.

Definice: Necht’ funkce f je v bod¢€ xo neomezené diferencovatelna.

f{adu X p(n)
Tf(x) _ Z f n('$0) (.’13 . xo)n
n=0 )

nazvvame Tayvlorovyvm rozvojem funkce f se stredem v bodé xo.
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[II.11. Tayloruv polynom

Priklady:

r — 2

1) Urcete prubéh funkce ¥ = 5=
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Priklady:
T — 2
1) Urcete prubéh funkce ¥ = 5=
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2) Najdéte Tayloruv polynom 2. stupné funkce y = v x0=0
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[II.11. Tayloruv polynom

Priklady:
T — 2
1) Urcete prubéh funkce ¥ = 5=

tg(x)

2) Najdéte Tayloruv polynom 2. stupné funkce y = v x0=0

3) Urcete hodnotu In(1,182) s pfesnosti 103 (presne 0,1672079)

4) Najdéte vSechny kofeny rovnice x3-3x2-9x+5=0
Inx+5=x




II1.11. Numerické reseni nelinearnich rovnic

Kofen rovnice: bod EeD(f), pro ktery plati /() =0
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(11) zvolime pocatecni aproximaci Xxo

(111) postupné€ vytvarime iteracni posloupnost {xn} takovou, Ze
limp—oxn =&, kde & je kofenem rovnice f (&) =0
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Kofen rovnice: bod EeD(f), pro ktery plati /() =0

Hledani kofenu metodou postupnych aproximaci (1teracni metoda):

(1) provedeme separaci korenii

(11) zvolime pocatecni aproximaci Xxo

(111) postupné€ vytvarime iteracni posloupnost {xn} takovou, Ze
Iimp—xn =¢, kde ¢ je korenem rovnice f(§) =0

(1iv) pro kazdy ¢len iteracni posloupnosti provedeme odhad chyby yx
takovy,ze yn=|xn-&| a yn—0

(v) 1teraci ukonCime pokud chyba klesne pod pifedem stanovenou

mez €
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Metoda piileni intervalu

(1) provedeme separaci korene => najdeme pocateCni
interval <a,b) takovy, ze f(a).f(b) <0
(11) zvolime pocatecni aproximact xo = (a+b)/2
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II1.11. Numerické reseni nelinearnich rovnic

Metoda piileni intervalu

(1) provedeme separaci korene => najdeme pocateCni
interval <a,b) takovy, ze f(a).f(b) <0
(11) zvolime pocatecni aproximact xo = (a+b)/2

(i11) pokud je fla).f(xn) <0, zvolime b = xn, jinak a =xn,
(iv) opakujeme (i11) dokud |a-b|<¢

(v) 1teraci ukonCime pokud chyba klesne pod predem
stanovenou mez €

Priklad:  x3-3x2-13x+15=0
a=-5 b=-2
xo=-3,5 [fixo)=-19,1250]
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II1.11. Numerické reseni nelinearnich rovnic

Metoda piileni intervalu

(1) provedeme separaci korene => najdeme pocateCni
interval <a,b) takovy, ze f(a).f(b) <0
(11) zvolime pocatecni aproximact xo = (a+b)/2

(i11) pokud je fla).f(xn) <0, zvolime b = xn, jinak a =xn,
(iv) opakujeme (i11) dokud |a-b|<¢

(v) 1teraci ukonCime pokud chyba klesne pod predem
stanovenou mez €

Priklad:  x3-3x2-13x+15=0
a=-5 b=-2

X0=-3,5 [fxo)=-19,1250]
x1=-2,75 [fix1)=17,2656 ]
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II1.11. Numerické reseni nelinearnich rovnic

Metoda piileni intervalu

(1) provedeme separaci korene => najdeme pocateCni
interval <a,b) takovy, ze f(a).f(b) <0

(11) zvolime pocatecni aproximact xo = (a+b)/2

(i11) pokud je fla).f(xn) <0, zvolime b = xn, jinak a =xn,

(iv) opakujeme (i11) dokud |a-b|<¢

(v) 1teraci ukonCime pokud chyba klesne pod predem
stanovenou mez €

Priklad:  x3-3x2-13x+15=0
a=-5 b=-2

X0=-3,5 [fxo)=-19,1250]
x1=-2,75 [fix1)=17,2656 ]

X2 =-3,125 [ fix2) = -4,1895 ]
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II1.11. Numerické reseni nelinearnich rovnic

Metoda piileni intervalu

(1) provedeme separaci korene => najdeme pocateCni

interval <a,b) takovy, ze f(a).f(b) <0
(11) zvolime pocatecni aproximaci xo = (a+b)/2

(iii) pokud je fla).f{xn) <0, zv Xn fx) &
: - -3, -19,1250
(iv) opakujeme (iii) dokud | a 9
: : . X1 -2,75 7,2656  0,7500
(v) 1teraci ukon¢ime pokud ck
StAaNoVenou mez & X2 -3,125 -4,1895 | -0,3750
. -2.9375 1,9534 | 0,1875
Priklad:  x3-3x2-13x+15=0
X4 -3,03125 -1,0117 | -0,0938
a=-5, b=-2
Xs -2,984375 0,4971 | 0,0469
xo=-3,5 [flxo))=-19,1250]
Y1 =-275 [ fv))=7.2656 ] Xs | -3.0078125 -0,2507 | -0,0234
=3.105T fx2) = -4,1895 ] X7 | -2,99609375 0,1248 | 0,0117
Xs | -3,001953125 -0,0625 | -0,0059
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Metoda piileni intervalu

(1) provedeme separaci korene => najdeme pocateCni
interval <a,b) takovy, ze f(a).f(b) <0

504

(11) zvolime pocatecni aproximaci xo = (a+b)/2
(iii) pokud je fla).fixn) <0, zv Xn fx) £
: : -3, -19,1250
(1v) opakujeme (111) dokud | a Xo 3
: : ., X1 -2,75 7,2656  0,7500
(v) 1teraci ukon¢ime pokud ck
Stanovenou mez &€ X2 ’3.125 '4.1895 '0,3750
. -2,9375 1,9534 | 0,1875
Priklad:  x3-3x2-13x+15=0
X4 -3,03125 -1,0117 | -0,0938
a=-5 b=-2
Xs -2,984375 0,4971  0,0469
Xo=-35 [flxo)=-19,1250 ]
=275 [ fin) =7.2656 ] Xs | -3,0078125 -0,2507 | -0,0234
=3.105T fx2) = -4,1895 ] X7 | -2,99609375 0,1248 | 0,017
Xs | -3,001953125 -0,0625 | -0,0059
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Metoda teCen (Newtonova metoda)

(1) provedeme separaci kofene => najdeme pocate¢ni interval {a,b)
takovy, Ze
- fla)AD) <0,
- funkce f ma ve vSech bodech {a,b) druhou derivaci, 1’ ktera zde

nem¢eni znamenko a
- f’je na celém intervalu nenulova
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Metoda teCen (Newtonova metoda)

(1) provedeme separaci kofene => najdeme pocate¢ni interval {a,b)
takovy, Ze
- Na) f(b) <0,
- funkce f ma ve vSech bodech <{a,b) druhou derivaci, f ”° ktera zde

nem¢eni znamenko a

- f’je na celém intervalu nenulova

(i) zvolime pocate¢ni aproximaci xo takovou, ze f(xo).f(x0) >0
(muzeme volit jeden z krajnich bodu a nebo b)

B f(zn)

f'(xn)

(111) polozime xz,.+1 = x,
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Metoda teCen (Newtonova metoda)

(1) provedeme separaci kofene => najdeme pocate¢ni interval {a,b)
takovy, Ze
- Na) f(b) <0,
- funkce f ma ve vSech bodech <{a,b) druhou derivaci, f ”° ktera zde

nem¢eni znamenko a

- f’je na celém intervalu nenulova

(i) zvolime pocate¢ni aproximaci xo takovou, ze f(xo).f(x0) >0
(muzeme volit jeden z krajnich bodu a nebo b)

(iii) poloZime zpy1 =, — ;/((xxv;))
(iv) opakujeme (iii) dokud nedosahneme

mint€<aab> |f,(t)‘ a/ ,’,//
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Metoda teCen (Newtonova metoda)

(1) provedeme separaci kofene => najdeme pocate¢ni interval {a,b)
takovy, Ze
- fla)f(D) <0,
- funkce f ma ve vSech bodech {a,b) druhou derivaci, f  ktera zde

nem¢eni znamenko a

- fje na celém intervalu nenulova

(i) zvolime pocate¢ni aproximaci xo takovou, ze f(xo).f(x0) >0
(muzeme volit jeden z krajnich bodu a nebo b)

., (=)
(111) polozime xz,.+1 = x, ()
(1v) opakujeme (111) dokud nedosdhneme

f(xn)|
minge 4,5y | f'(2)

(v) iteraci ukon¢ime pokud chyba klesne e o
pod pfedem stanovenou mez &
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Priklad: x3-3x2-13x+15=0

—120
= -5 — ——— = —3,6957
92 ’

— _3.6957 —28,4 _ 3.1292
2= 50,15
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Priklad:  x3-3x2-13x+15=0 x*e(-5,-2) == x0=-5

—120
= -5 — ——— = —3,6957
92 ’

3. 6957 —28,4 3.1292
To — — — — —
° ’ 50, 15 ’
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Priklad:  x3-3x2-13x+15=0 x*e(-5,-2) == x0=-5

f(xo) 120
T1 = o — =—-5— — =-3,06957
—28.4
To = —3,0957 — L — —3, 1292

50, 15
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Priklad:  x3-3x2-13x+15=0 x*e(-5,-2) == x0=-5

X —12
T, = x0 — fao) C5— 220 36057 fv)=-28.4047  £(x1) = 50,1474
—28,4
To = —3,6957 — ——— — _3.1292

50, 15
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Priklad:  x3-3x2-13x+15=0 x*e(-5,-2) = Xx0=-5

r1 = Tg — J{,((Z)) = —5 — %220 = —3,6957 fix))=-28,4047  f’(x1) =50,1474
98,4 Xo -5 -120,0000 |
Ty = —3,6957 — 5015 = —3,1292 520000
chyba 1,3043 -1,3043
X1 -3,6957 -28,4047
50,1474
chyba 0,.5664 -0,5664
X2 -3,1292 -4,3379
35,1516
chyba 0,1234 -0,1234
Xa -3,0058 -0,1868
32,1399
chyba 0,0058 -0,0058
X4 -3,0000 -0,0004




